intégrales sur des surfaces ou des volumes; caleutirculations et de flux

1 intégrales de surface
1.1 définition :

soit une surface gauche (S) dans I'espace, e€oreat d2S de cette surface, centré sur
le point M ou est définie une fonction a valeulls2§M) ; l'intégrale

I —J-J.f(M)dZSest la limite de la sommie = Zf(M )628 lorsqued?§ -> 0
&)

lorsqu'un point de la surface est repéré par deardonnées u et v,

I'élément de surface s'écrit d2S = g(M) du dv et”f (M)g(M)dudv
©

exemple: pour la surface latérale d'un cylindre g(M) =u,=6 et v=2

ce quidonne d2S =0Bdiz et | =j f(r,8,z)rdodz

©
quelques applications : lorsque f(M) = 1, | représ l'aireA de la surface;
si f(M) est la masse surfaciqaéM), | représente la masse de l'objet;

si f(M) est la distance a un axe au carré, c'eshoment quadratiqué = ”rzdzs etc...

)
on s'intéressera en général aux surfaces simjles qeie rectangles, cercles, ellipses, cylindspbgéres...
remarque : #5 repésente une surfagdeublement élémentaifproduit de deux différentielles)

1.2 paramétrage et indépendance des variables

sur I'exemple du calcul de l'aire d'un disque, oih que suivant le paramétrage choisi,
il faut tenir compte du fait que les variables oetpas en général indépendantes :

en coordonnées polaires, Betarient indépendamment et on peut écrire
a

A= ”d25= ” rdedr =jrdr2jnd9 = ma?, résultat connu
0 0

mais en coordonnées cartésiennes, le méme calonéohit

a a
A= ”d28= ”dxdy= jdxjdy = 4a ce qui est faux, car cette fois, les bornes depgnident de la valeur de x :

—a —a

en x donné, I'équation du cercle qui définit lendine d' |ntegrat|on est:x2+y2=a2 syiE + a -x?2

g _ et cette foisA = Idx Idy —jzx/a - X dx—ZaL/l— dx

X _ .
posons— =sin¢ ilvient dx=acasdd etles bornes sontm’2 etrv2
a

a /2
1+ cos2
A=2 J' cosh (acoshdd) = 242 J' (—d’)dq) —ma?
-Tt/2 -1/2
-a cela revient a calculer d'abord l'aire élémentdinee bande verticale, assimilée a un

rectangle de largeur dx et de haut&v!a2 -x2 en négligeant des termes d'ordre
supérieur, puis a intégrer sur x variant de -aag

on peut évidemment commencer par calculer l'aineedbande horizontale de hauteur dy et de Iongﬁdtﬂi2 - y2

pour simplifier, on sautera souvent cette étapeatcul en prenant directement dS2y a2 -x2 dx ce qui nous ramene au
calcul d'une intégrale simple.



1.3 quelques exemples
-calcul en coordonnées cartésiennes de l'aire d'usarface délimitée par un contour elliptique:

2 2
. - X - . [z, 2
I'équation cartésienne de I'ellipse esy +3t:—2 =1 eten xfixé, y varie de-h 1—)(_2 ap 1_%
a a a y

2
b [1-2

az 2
/ X
l'aire d'un rectangle élémentaire de largeur d esgdy dx =2b 1——2dx d'ol
a

2
X
—b,[1-2—
aZ
b,[1-

a a? a >
= .[ J-dy dx = Zbel—X—de en posan’()i =sind, dx=acog dp
a a
- 2 -a
-b, 1—%
/2

/2
et on obtient A = 2ba jcos2 odd = 2ba j @dq) = b
-T/2 -Tt/2

XZ

-moment d'inertie d'un disque homogéne en coordones cartésiennes :

loy = Ixzdm = “xzodzs si dm =0 d?s ave® masse surfacique du disque
les éléments de surface situés a la méme distadied'axe de trouvent répartis sur un

rectangle élémentaire de haute’h/a2 -x2 , on peut donc choisir comme surface

élémentaire ds 2v a? -x2dxet I'intégrale devient :

a Va?-x? a X
loy zosz dy dXZOIXZZVaZ—XZdX on pose encore— =sing ,
a
—a | oyfa2-x2 -a
, m*  ma’ ,
dx = a cog do et on obtientl oy = OT = 4 (avec m ovma2? la masse du disque)

-utilisation des symétries: relation entre b, , loy , et I dans le cas d'un disque homogéne :

remarquons que pour un disque, la symétrie de uéwal permet d'écrire:
loy = Ixzdm = ”xzcdzs= lox = Iyzdm = ”yzodzs

on en déduit que le moment d'inertie par rappart axe perpendiculaire au plan du disque et papsar® est :

ma?

lo :frzdm:I(X2+y2)dm:|0y+'0x =2loy =2lox =——

-calcul des coordonnées du centre de masse d'unidelplan ("plaque") :

elles s'obtiennent pat g = ij xdm= i“.xodzs
y m m
avec toujours dm @ d2s ,0 masse surfacique et m masse totale, et
méme calcul poury;
on découpera donc la surface en bandes élémenfzaradicles
respectivement a Oy et Ox.

exemple : calculer I'abscisse du centre de maageypatriangle isocéle
homogeéne (voir figure ci-contre)

-calcul de la résultante des forces de pression sune paroi
cela conduit également a des calculs d'intégraledes surfaces; si la pression dépend de z senlearechoisit une surface
élémentaire telle que s = cte, en général une béédeentaire horizontale, voir le chapitre hydrigtes.



2. intégrales de volume

il s'agit d'une intégrale du type= ij (M)d® ot dt est un élément de volume triplement élémentaidydz par
(V)

exemple en coordonnées cartésiennes); comme mimtégrales sur une surface, suivant le domainggdtation et le

paramétrage choisi, les bornes d'une variable pe@iee fonction des autres variables. On cherobecare a prendre un

élément de volume le plus "intégré" possible, ean¢ compte des invariances et des symétries dugme;
voyons quelques exemples:

2.1 calcul du volume d'un ellipsoide de révolutiomutour de Oz (ballon de rugby)

X2 y? 72 0% 72
I'équation de I'ellipsoide estt)i +F +—=1ou F +—=1
a a

{ 2
z

car en z fixé, le rayop vérifie p2 =x2+ y2 donc p=b 1——2
a

en coordonnées cylindriquel'T = rdrdddz mais compte tenu des symétries, on peut

a
p(2) 21
intégrer directement sur r et diret écrireV = j” rdrdedz = j“ rdr de}dz
0 0
(V) -a

cela revient a écrird/ = jdV avecdV = Tp?dz volume d'un cylindre de hauteur dz

a a 2
4
poursuivons l'intégration V = .[T[pde: .[lez[l—z—z}izzgnabz \% :gT[ab2
a
-a

—-a

2.2 moment d'inertie d'une boule homogéne de rayoa découpée en "tubes" élémentaires de rayqm:
il s'agit de l'intégrald o, = .[J-J.pzdsm ol p est la distance de I'élément dm & I'axe Oz*rat=lk ¢t ; on prendra donc un

V)
élément de volume dont tous les points sont sadésnéme distangede I'axe Oz, soit un tube d'épaissepiet

de hauteur2y/ a® —p2 puisque I'équation de la sphére p§t+ z>=a’ etsurla sphere = i-\/ a’ —p2

7
dv = (2Trp)(2\/ a’ -p? )dp = 41py/a® -pdp NEE

lo, = kj”pzdsm = kjfp24rrp\/a2 -p?dp

V) 0

en posantB =sind et =aco$ dp avecy [I[0,772] on obtient :
a

a a a
lo, = k.[p24np\la2 -p%dp = 4Td<.[a5sin3¢wll—sin2¢ cospd :4T|k.[a5sin‘°’<|>cos2 bdd
0 0 0

= ark [ a® (1-cog §)cos psingde = dma® _C0S 9, 0S| _ 4rkas 2
J 3 5 15
_ 4T’ 2 4w’ 2
SOit aveCMygqe = kT : lo, = E kTa2 = E mtota|g:12

remarque retrouver par des considérations de symétrie bge= 1o, = 1o, et en deéduire que

3
o= J-.Upzdsm = T mtotaﬂea2 ou p est cette fois la distance au point O
)]



3 circulation d'un champ de vecteurs sur une courberientée:

par définition la circulation élémentaire dC = A( M). d/ et Cum, = A dv
Ml

3.1 travail d'une force, travail d'un poids
le travail d'une force est la circulation du chasepforce sur un contour donné; lorsque la force@sservative, le travail ne
dépend pas du chemin suivi pour le calculer. Onuiit le champ de forces est a circulation consgevat

B B B
= j mgd/ = j m(-gu, ).(dxa, +dzi,)= I— mgdz= —-mgzg + mgz,
A

= -Bpgt+ Bpa=-LEp

3.2 circulation d'un champ électrique entre deux pmts et différence de potentiel

on rappelle ci-aprés les expressions du champ potiuntiel créés, par une charge ponctuelle :

iB
E= 9 unr V= g calculons la circulation déentre A et B - a
4TIEor2 ATEor E \gd/

B B

F 1 1
IEd f r.(drti, + rd8u,) f 9 gr=—9 |- 242 |=ovg+V,
. 4T|£or2 ) ATEOr?  ATEo| g Ty A

B
on retrouve J. ¢ ==AV e champ électrique est encore un champ & ciionlabnservative
A
4 flux d'un champ de vecteurs a travers une surfacerientée
par définition  dP = A( M).ds et [P = J.J- A(M).ds
(S)
4.1 flux de la vitesse d'un fluide a travers une sdon d'écoulement;
débit volumique
entre t et t+dt, la masse dm traversant une sedtionée est contenue dans( ‘; () : : @L (
le volume dt = Svdt=Sd/ d'ou dm=pdt =pSd =pvSdt = -+ L .
on en déduit D, =d7m =pvS| expression qui se généralise sous la form D, = dﬂ = ” pV.d%
dt .
Section

le débit massique est donc _le flux de la "densitéalirant de fluidgV

4.2 flux du champ électrostatique a travers une stiace fermée

— Qint

€0

revoir les exemples de calculs abordés a propdstdisation du théoréme de Gauss ﬁ Ed%s =
©
4.3 flux du champ magnétique a travers un rectangle

calcul du flux du champ créé par un conducteuiligee infini, a travers un rectangle :

| 2l Ih b
B=1%0, s=hdt, ®= [ L2 u,ham, :HO—Ln[—j
2mr 2. 2mr 2m a




