chapitre 3 magnétostatique : champs B crées par des courants constants

1. champ crée par des courants, symétries, loi de Biot et Savart

1.1 expériences; observation de spectres:

de la limaille de fer saupoudrée autour de différents conducteurs constitue des "dipoles magnétiques”, qui

s'orientent suivant les lignes de champ comme de minuscules aiguilles aimantées. On observe ainsi les spectres

créés par une portion de conducteur rectiligne, une spire, un solénoide (bobinage a spires jointives ou non).
observation fondamentale : le champ magnétique "tourne" autour des courants.

lignes de champ pour une spire
i

une aiguille aimantée placée a proximité d'un conducteur donne le sens du champ magnétique
on met en évidence des propriétés de symétrie particulieres. (voir 1.2)

le champ B est contenu dans les plans d'antisymétrie de j

le champ B est orthogonal aux plans de symétrie de I

analogie : champ des vitesses d'un solide en rotation :

vV =Q OF mais cette fois, V est le "vrai” vecteur, et Q le
"pseudo-vecteur"

une symétrie par rapport a un plan perpendiculaire a I'axe
de rotation

laisse la vitesse invariante, mais change Q en-Q

une symétrie par rapport a un plan contenant l'axe de
rotation,

laisse Q invariant, mais change V en -V

1.2 propriétés de symétrie :

rappel pour le champ électrigue :
le champ (E) reste invariant lors d'une isométrie positive ( translation, rotation ) ou négative (symétrie par rapport a un plan)
qui laisse invariante sa source, la distribution de charge p(M) :

(o) DW= (p) alors  (Ep B~ (B Ao
(o) OFFPH - (p) alors (EpEFPH - (E ) >

_————— ] - - - -

.

(p) O PIHT ~(0) alors (EP MM - (E - — —

exemple du fil infini chargé uniformément :

p invariante par translation suivant Oz, donc (E) ne dépend pas de z

p invariante par rotation autour de Oz, donc (E) ne dépend pas de 6
tout plan perpendiculaire au fil est plan de symétrie pour p

tout plan contenant le fil est plan de symétrie pour p

le champ E devant étre invariant par ces symétries e st donc contenu dans l'intersection des plans de

symétrie et E= E (NG,




cas du champ magnétigue : le champ (B) est un pseudo-vecteur (ou vecteur axial, résultat d'un produit

vectoriel) on admettra les régles suivantes :
le champ (B) reste invariant lors d'une isométrie positive ( translation, rotation ) qui laisse invariante sa source, la

distribution de courant (j(M))
mais :
le champ (B) est changé en (-B) lors d'une isométrie négative (symétrie par rapport & un plan) qui laisse invariante sa

source, la distribution de courant (j(M))
ou: le champ (B) reste invariant lors d'une isométrie négative (symétrie par rapport & un plan) qui change la distribution

de courant (j(M)) en (-j(M))

(H o~ () alors (B HH- B
HoPH - () alors BoEPH- B
(Do () alors BE P - (B)
(O (-]) alors (BpY'H - (B)

on retrouve bien que le champ (B) est contenu dans les plans d'antisymétrie de (j)
et qu'il est orthogonal aux plans de symétrie de (j)

exemple : fil rectiligne infini parcouru par un courant
(j) invariante par translation suivant Oz, donc B ne dépend pas de z
(j) invariante par rotation autour de Oz, donc B ne dépend pas de 6
une symétrie par rapport a tout plan contenant le fil laisse (j) invariante, et
doit donc changer (B) en (-B)

donc en un point de ce plan, B est orthogonal a ce plan et B= Be(l’) Ue

Le champ B est donc orthoradial et ne dépend que de r
On vérifie bien qu'une symétrie par rapport & un plan perpendiculaire au fil change (j) en (-j) et laisse (B) invariant.

1.3 loi de Biot et Savart
on admet qu'on peut calculer le champ créé par une distribution de courants, en décomposant celle-ci en

"éléments de courants" :

pour un "élément de courant” IdZ : |d2
dB(M) =0 100 5 ect = P PINGF
ar r ~
- B
pour un "élément de courant” |7 : M
o2 Mo J(PYATOF .
dB(M)="~-—+-——avecr =PM :
(M) Arr (2 jdr
P ~
- r
pour un "élément de courant" | dS: R
: - dB
dB(M) = Ho Js(PIASTT oo = Py M
ar r
= V(P)LT
enfin, pour une charge unique se déplacant a la vitesse V: B(l\/l ) = ZI—O%
T

-

remarques : en écrivant que | = NCV et dN = n dt, on peut retrouver les premiéres expressions a partir de la derniére.

on peut aussi retrouver les éléments de symétrie a partir de la loi de Biot et Savart : y

pour une spire circulaire,deux éléments de courantdiamétralement opposés donnent, pour un 28 B

point de l'axe, un champ résultant porté par l'axe dém (dB
2

M, Id7 OF SN
4 r? ‘ ,

le champ total s'obtient par intégration : |B(M) =

(circuit)




2. exemples de calculs: spire, fil infini, solénoid

2.1 spire circulaire, en un point de I'axe

Oy rontenue dana In plan 20z

¥

K

2.2 portion de fil rectiligne

pour un fil infini,

P ci-tdrsmnns repmisente s lignes de champ magnéostatinue cris

i

e

'ame

B8 =l gins (o),
2R

= Ul . #
B= ﬁ(sm 6, —sinB,)u,

(pour une longueur de fil vue a la distance h sous I' angle 6, - 6,)

(remarque : 99% du champ est créé par la portion de fil vue sous les angles 8; = 6, = 829

Oz

dans le cas de spires jointives , dont les rayons de la

é - p-onl
2

les angles 61etB;,

(cosB, +cosh,)u,

et pour un solénoide infini :

premiére et de la derniére sont vus depuis le point M sous

B =p,nlt,

remarque : on peut décrire un solénoide constitué de fines spires jointives comme une nappe de courant :

dl =ndzl= jdzii, avec|], =nld,

pour une nappe cylindrique infinie, on obtiendrait :

B = uojsuz

Oz

(et on remarque la discontinuité entre Bext et Bint a la traversée de la nappe de courant. Ce point sera

généralisé par la suite.



3. conservation du flux de B sur toute section d'un tube de champ

propriété fondamentale : le champ magnétique est a flux conservatif, ce qui se traduit par :

formulation intégrale : ﬁ B.d8=0 quelle que soit la surface fermée

formulation locale : divB=0 (équation de Maxwell-flux)

conséquences : le flux du champ magnétique est conservé pour toute section d'un tube de champ : exemple du
"circuit magnétique” d'un transformateur
(un matériau ferromagnétique de forte perméabilité

relative p "canalise les lignes de champ, et est
donc un tube de champ) F J
CDl = Blsl = CDz = BzSz

utilisons cette propriété pour calculer le champ au voisinage de I'axe d'une spire circulaire:

si on représente le champ B créé par une spire circulaire, on voit qu'il posséde une composante radiale
au voisinage de I'axe de la spire. Calculons le flux de B a travers un petit cylindre d'axe Oz, qui forme une
surface fermée:
dPiota= SB,(z+dz) - SB,(z) + 21r dz B, =0

soit avec S=1r?2 m2dB,/dz = - 2mr dzB,

ou encore|B, =———2

en reprenant I'expression du champ créé par une spire circulaire, on calcule la composante radiale :
= r oB, _ r I 0. sin20
B, =-——=%0, = ——i(“—‘)sﬁ B)O—U or dB =- = dz dou:

" 20z ' 200\2R oz '
2
B, :ﬂ“—olsin“ecoseﬁr ou encore B, =1H0|L50r
4 R2 4 (22+ RZ)E

B: est proportionnel a r au voisinage de la spire.



4. circulation de B et théoréme d'Ampere
4.1 énoncé du théoréme d'Ampere
observation des lignes de champ : le champ magnétique "enlace" les courants

on admet que : iﬁé.d? = J-J.uoﬂj.d'sz pOZIi ou Mg .[]sdﬁ'ﬁ
(C)fermé ©)/(C) i (<)
orienté

énoncé : la circulation du champ magnétique sur un contour fermé orienté est égale a
la somme algébrique de tous les courants traversant la surface orientée s'appuyant sur
le contour, et orientée par le contour; les courants sont exprimés soit a partir du flux de

] (courants volumiques) soit directement (courants filiformes ou surfaciques)

méthode d'application du théoréme :
-étude des symétries - allure des lignes de champ
-choix du contour : en général, construit sur des lignes de champ

-calcul de la circulation de B, puis du flux de ] , et égalité de ces deux termes

forme locale en utilisant la relation de Stokes-Ampeére pour un contour fermé fini :

§B.d?: J-J. rot B&s il vient : iﬁé.d?éz J.J- rot Bds= J.J-poﬂj.dé soit [rotB = 1, |

(C)fermé S)/(C) (C)fermé (S)/(C) S)/(C)
orienté orienté

(cette relation, complétée plus tard constituera une équation fondamentale de I'électromagnétisme)

B

4.2 exemple du transformateur
(il faut tenir compte de la perméabilité du matériau : L = M, )

pour le circuit magnétique représenté ci contre, le champ I1
magnétique est fonction du nombre de spires des enroulements.
la circulation sur une ligne de champ s'écrit , en supposant Ny

VIV 7

la perméabilité relative constante :(voir cours d'électrotechnique)-

$Bd7 = > p NI soitici § BdZ=popr(N,1, +N,I,)

(©) courants ©)

M

L

4.3 calcul de B pour un conducteur cylindrigue infini d erayon a.

Les propriétés de symétrie ont permis d'établir que B = Bg(l’) Ug on choisira donc un contour

circulaire entourant le conducteur. On suppose ici j uniforme dans la section.
cas ou rsa

ﬁé.d@ = B,(r2/m et H [ ].d3 = p jr?
Uente (M9

= T
donc| B, = /'IOJEUB

cas ou r>=a

jSB.d? = B,(n2/m et H o ].98 = 11, a2
Ufente (19

_ . a2
donc|B.,, = —d
ext :uOJ 2r (2

Be

graphe Bg(r)

B=

Be (MU,



5 potentiel vecteur A, jauge de Coulomb, équation
le champ magnétique B étant a flux conservatif, on peut poser
par ailleurs  1otB =, j = rot(rotA) = grad(divA) —AA =, j

il vient, en faisant le "choix de Jauge de Coulomb"

DA = _Ho]

6 comparaison de I'électrostatique et de la magnéto

divA =0 .

statique

de Poisson de la magnétostatique

B = rotA

relation qui permet de calculer le potentiel vecteur a partir de ses sources.

résumons dans un tableau les équations de I'électrostatique et de la magnétostatique

potentiel dont dérive le
champ :
propriété
intégrale

propriété
locale :

E = —gradVv
ﬁSE.d? =0 circulation conservative

rot(E) = 0

B = rGtA
ﬁ B.ds=0 champ a flux conservat
divB=0

relation entre le champ et
la source:

ﬁ E.ds= j”gﬁ & théoréme de Gauss
0

ﬁé.d@ = ”,uo].d”s th. d'Ampérd

intégrale : (C) fermé (9)/(9
p orienté

locale :| divE= ;O équation de Maxwell - Gauss (gt B = ,%T
relation entre le potentiel . ANe— T
et la source : av=-P ounv =0 dans le vide| AA= ~16]
équation de Laplace- €o avec la jauge de Coulomb divA =
Poisson
solution pour des U J
domaines A = —Ojﬂ—xdr etc...

an r

d'extension finie :

__ L ope
vl

expression des champs
pour une distribution
finie et continue de
charges ou de courant

E(M):ﬁj”@drﬂr

F=PM U =

r

é(mp%jﬂ@dr

r=PM

= | =




complément : une contradiction apparente

_ | _
le champ magnétostatique créé par un fil infini est de la forme B = ’U—Oug

2
10

et en coordonnées cylindriques rotB = _0_ (rAg (r))UZ -0
r or

Le champ est donc a circulation conservative, et on devrait pouvoir écrire :§ B.d/=0 quel que soit le contour
©)
(C) fermé... pourtant l'application du théoréme d'Ampére a un contour fermé circulaire entourant le fil donne :

jg B.d/ = ,uOI ce qui semble en contradiction avec la propriété précédente!

examinons de plus prés ce qui se passe : transformons la circulation en intégrale de surface a l'aide de la
formule de Stokes-Ampere, et décomposons la surface en deux domaines

S; qui est vide

S, trés petite, centrée sur le fil, ou le champ et le rotationnel ne sont pas définis

B

§ B.d/ = j j rotB.d2s + j j rot8.d2s
S S

le premier terme ” rotB.d2S est nul puisque le rotationnel est nul.

S
mais le second terme pose probleme, puisque le champ et son
rotationnel ne sont pas définis sur le courant filiforme...

pour donner un sens a ce terme, imaginons que le courant ne soit
plus filiforme, mais soit un conducteur cylindrique de rayon a traversé par une densité j unifo

_ ir _
Le champ & l'intérieur de ce conducteur a pour expression B = Mug

et son rotationnel est £, JU, le second terme est alors calculable et donne:

§ B.d/ = ﬂoT-éz = | On retrouve bien alors le théoréme d'Ampére
©

il n'y a plus de contradiction, si on représente un conducteur rectiligne, non plus par une droite au sens
mathématique, mais par un cylindre de petite section.

(un probleme analogue se pose pour le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle, si on calcule son
flux a travers une sphére entourant la charge. voir exercices d' électrostatique).




