utilisation des développements en série limitéésation d'un tableur
étude de la trajectoire d'un mobile par la méthiHeler

1.méthode d'Euler
1.1 principe de la méthode

Toute fonction f(t) infiniment dérivable dans soonthine de définition peut s’écrire sous la formenddéveloppement de

Taylor autour de t t: f(t) =f (to) +f'(to). (t= )+f"(t ). (t= 0)2 (t= tO)s

+1"'(tp).

En choisissant ftsuffisamment petit, on peut negllger les termqemsaurs a l'ordre n et déterminer de proche ectpda
fonction f(t) si on connait fg, f '(to), f "(to), -.. ; ainsi, si on "discrétise" le temps en intenali@s petits, en définissant un

oo e : . - of 1( 9% 2, 1{ % 2
pas" t.1-t,=T I'expression précédente devient: f(t, +1)= f(tn)+ T+—| 2| 1 +
2{ at? ), "3 at3

et sit est trés petit, on peut se limiter a l'ordre fZ(t +1) _f(tn)+(afj

2.
[a f] 72, ouméme a l'ordre 1.
ot

ot2

1.2 détermination d’une équation horaire

Supposons connues les conditions initiales d’'unvement dont I'équation horaire a déterminer esttret y = y(t).
A g, NoUs coNNaissonsy, ¥y, Vio, Vyo €t les forces appliquées donc les accélératigret .

développons a l'ordre 1 les composantes de lasei@sin instang tv, (t, +1) = v, (t,) + T(a;txj = v, (t,) +1a(t,)
t

n

on voit que la vitesse a l'instapf;ts'obtient a partir de la vitesse et de I'accélgmat I'instant
et on calcule de proche en proche %= Vin + 8nT, Vi) = Vyn + 80T, %1 = X0 F Vi T €1 Yuq = Yo + Wyn.T

on peut donc connaitre la position et la vitesse @nstant quelconqua partir de leurs valeurs at =0

remarque : pour la position, on peut pousser drko? puisqu'on connait I'accélération ;.1 X, + Vyn.T + 5 Ay Tletc..

2
Le théoréme du centre d’inertie conduit a deux gonalifférentielle du second ordre : md_;(: F (x,y) et
dt
d2 . .
_;’ =Fy (x,y) ce qui permet, le cas échéant, de recalculer fatcascélérations a chaque pas de calcul
t

L'utilisation d'un tableur permet d'effectuer dgoinent un grand nombre de calculs, ce qui nousgiarde tracer la
trajectoire, et de voir l'influence de divers pagames.

X y Ve(X,Y) Vy(X,Y) a=h{x.y)/m g=FR(x,y)/m
tO=O %o Yo Vxo Vyvo o 3\/0
4=t X1 = Xo t Vio.T Y1 = Yo+ Vol Vx1= Vxo T &o T Vy1 = Wot 80T & &
tnes Xn+1 = Xn T Vn.T Yn+1 = Yo+ Wn T Vxn+1)= Vsn t 8T | Ve = Vyn +ant & &

2 étude du mouvement d'un mobile dans un champ despanteur uniforme
2.1 établissement des expressions :

Pour un masse m lancée vers le haut avec unseitetiale v, Yy
les équations de la dynamique donnent (ici pefsadement):

a,=0 et a=-g=cte

connaissant,y et ¥, on utilisera la méthode précédente .
pour obtenir les équations horaires x(t) et yttprecomparera
les résultats obtenus aux résultats théoriques :

X(t) =% + Vot

1
y) =y + Vol - Egtz




2.2 utilisation du tableur (Excel)
ouvrir une feuille de calcul, et garnir les ligried 6 de la facon suivante, en respectant impérativetaemtumeéros de ligne
et de colonne. :

A | B (H D = | F G
1 trajectolre d'un projectile dans un champ de grandtation uniferme
2
3 Tail q WK Wiy
4 0,08 a8 0 120 il
=
B 1 x ¥ VH vy ax ay
7 o 0 1] 30 120 a0 a8

on définit ainsi les constantes et les valeursaileis. Pour utiliser une constante dans un caldalydra taper les références
absolues de la cellule correspondante, avec le agn$o par exemple, pour tau : $A%$4 (On peut aatssbuer un nom a la
cellule, en rentrant ce nom dans le champ situeasus de la colonne A)

garnir ensuite la lign& (valeurs initiales) : pour entrer une formule,tape d'abord "=" puis la formule
en A7,B7,C7: =0 enD7: =D4 enE7: =E4 enF7: =0 en G7: =B4

puis entrer les formules suivantes sur la ligne 8 :

A8 : =A7+$A%$4

B8 : =B7+$A$4*D7

C8 : =C7+$AB4*E7

D8 : =D7+$A$4*F7

E8 : =E7+$A$4*G7

F8:=F7

G8: =G7 (remarque : phacer $A$4 par tau, si on a nommé la cellule)

on doit voir les valeurs ci-dessous sur la ligne 8:

& 1 :1. 'y wH wy ax ay
7 ] 0 1] k1) 1.0 0 a8
] 1|

il 008 24 ak 1 i 119 .':“1‘!':-! 1] =¥

faire un "copier-coller" de la ligne 8 sur 350 lggnenviron : pour ce faire, sélectionner la ligneli§uer sur le coin inférieur
droit de la partie sélectionnée (ou apparait uit patré), et "tirer" vers le bas sur environ 3ighés. Le nombre exact
importe peu.Les cellules sont calculées automatiguée; sinon activer la fonction "calcul”.

2.3 tracé de la trajectoire

sélectionner les colonnes x et y jusqu'aux dersigateurs numériques

ouvrir un graphique, choisir "nuages de pointgihdis, et tracer le graphique sur une feuille an@xeourra ajuster
quelques options de tracé, mais sans perdre destemp

vérifier que la trajectoire obtenue a bien 'allateendue :

y(x)

800

600 P N
400 / N
™ 200 / \

-200

exemple de graphe obtenu



2.4 trajectoire théorique

pour vérifier la validité du calcul précédent, valiez tracer la trajectoire théorique a partir égsations horaires déduites

des lois de la dynamique :  X() &Vt et y(t) =y + Vvt - %gt2

| | S
garnir le début des colonnes J,K,L comme ci-contre——> trajectoire théorique
puis entrer les formules suivantes :
enJ7 : =$D$4*A7
en K7 : =$E$4*A7-0,5*9,8*A7"2 xth yth écart
en L7 : =RACINE((J7-B7)"2+(K7-C7)"2) ] 0 0
24 9 SE864 003136
(bien faire le lien avec les expressions théorigjues 48 19 07456 00272

I'écart représente la distance entre le point théeret le point calculé
sélectionner J8,K8,L8, et tirer le coin droit paatculer environ 350 points.

faire un clic droit sur le graphique précédent dfjouter une nouvelle série de données constituée

de $J$7:$I$350our xth, et SK$7:3K$350 pour yth ;

vérifier que la nouvelle courbe se superpose diknprécédente. Que peut-on dire de la variatokeédart au cours du
temps ? Evaluer cet écart lorsque le mobile reparsge= 0, et I'observer en modifiant les échgllesr agrandir le graphique
au voisinage de ce point.

2.5 modification des parameétres

pas de calcul: augmenter tau (par exemple 0,16 s) et validar pecalculer la feuille. En cliquant sur les axasnger les
échelles du graphique de facon a observer la mémiep d'espace que précédemment; conclure.
comparer les écarts au point d'impact pour troigumtre valeurs de tau, présenter les résultats uwtatableau, et conclure.

vitesse initiale: modifier les valeurs deyet (ou) y,, et observer l'influence sur la trajectoire

calcul a l'ordre 2 : pour la position, on peut pousser a l'ordr&iiBqu'on connait I'accélération :

2

1 , . .
Xns1 = Xn + Vn.T + 5 a,, 1= etc.. compléter les expressions des lignestBmB avec le terme du second ordre :

en B8 : B7+$A$4*D#0,5*$A$4*$AB4*F7
en C8: C7+$A$4*E¥0,5*SAS4*$AB4*GT

comparer les écarts au point d'impact pour diffi@emaleurs de tau et conclure.

y(x)
50
30
10 —
>
-10740 730 \w& 750 —yth
-30
50
X

exemple de graphe obtenu



3. prise en compte d'une force de frottement.

la force de frottement exercée par I'air de mash@niquep sur un mobile
lancé a la vitess€ et présentant un "maitre-couple” S (sectiorraagtée
par le solide sur un plan normal a la vitessepppbsée a la vitesse, et a pour

expression en régime turbulentk, =-KpSv2i

Ky est un coefficient dépendant de la forme du corps

nous modéliserons donc cette force par un termgoptionnel a v2, et opposé a, uecteur unitaire donnant la direction de la
vitesse; les équations de la dynamique devieneargupposant S constante au cours du mouvement :

mg, = -KypSv2ul, et ma=-mg - KpSv2ud,

v
ou encorep@sant k = KpS/m a = NRV AL S a=-g- kvz_¥

vl vl
il faut donc rajouter ces termes dans le tableur. E e H
ajouterk en G3, 0,0001en G4 ewcarre en H6
entrer les expressions suivantes : k
0.0001

en F7 : =-$G$4*H7*(D7/RACINE(H7))
en G7 : =$B$4-$G$4*H7*(E7/RACINE(H7)) ax

ay VCANe
en H7 : =D7"2+E7"2

sélectionner F7,G7,H7, et tirer le coin droit vierbas, pour calculer environ 350 points; vousedexoir les premiéres
valeurs suivantes :

B 1 E ¥ vy vy ay ay L] ath yih fgan

7 1} 1} o 1] 120 03FI0T951 <11 284318 15300 1] a 0
B 008 230BR1255 9EEFRO0IE| 20970336 119007255 .03EE0E630 .11 2626372 160E2 3757 24 OEEREL 00049
a9 06 479525582 1905565301 299808883 118156244 038806757 11 2411601 14886 BOTE 4B 1907456 001551435
L[] 024 718908107 204753579 299116629 117 296951 036200929 -11 2196863 14653 262 T2 5776 004371643

Sur le graphique, doit apparaitre maintenant lalmthéorique précédente, ne tenant pas compt®itenfient, et la
trajectoire calculée; comparer les positions dunfpdimpact.
Faire varier la valeur de k; qu'obtenez vous deedldevient trés importante ? le justifier théomement.
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